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INFINITE SYSTEM OF THE ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS 
NECESSARY FOR THE SOLUTION OF ONE INITIAL AND REGIONAL 

TASK, BY MEANS OF TRIGONOMETRICAL RANKS
Целью работы является описание специальных течений газа, вызванных перепадом 

температур по длине трубопровода. Модель, описанная в работе, может только на 
качественном уравне передать детальное движение газа. Тем не менее использован-
ная математическая модель адекватно передает течение, возникающее в газовых 
трубопроводах.

Нестационарные решения полной системы уравнений Навье–Стокса в одно-
мерном случае строятся с помощью бесконечных тригонометрических рядов и 
тем самым моделируются течения сжимаемого вязкого теплопроводного газа. 
Рассматривается случай, когда начальные условия для полной системы уравнений 
Навье–Стокса передают однородный покоящийся газ. А в качестве итогового 
состояния требуется получить состояние неоднородного покоя с линейным про-
филем температуры. Для построения решения поставленной задачи используются 
специальные представления тригонометрических рядов, коэффициенты которых 
являются искомыми функциями от времени. Для искомых коэффициентов с помощью 
процедуры проецирования выписана бесконечная система обыкновенных дифферен-

Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. 
Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Íåôòü, ãàç, ýíåðãåòèêà. 2015.  Òîì 1. ¹ 2(2). 142-152



143Бесконечная система обыкновенных ...

Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Íåôòü, ãàç, ýíåðãåòèêà. 2015.  Òîì 1. ¹ 2(2)

циальных уравнений в нормальной форме. Благодаря конкретным тождественным 
преобразованиям система существенно упрощена: в правых частях уравнений от-
сутствуют двойные суммы.

Non-stationary solutions of full system of the equations of Navier−Stokes in a one-
dimensional case are under construction by means of infi nite trigonometrical series and thereby 
currents of the compressed viscous heat-conducting gas are modelled. The case when entry 
conditions for the full system of the equations of Navier−Stokes transfer the uniform based 
gas is considered. And as a total state it is required to come into a fortune of non-uniform 
rest with a linear profi le of the temperature. For creation of the solution of objective special 
representations of trigonometrical ranks which coeffi cients are required functions from time 
are used. For required coeffi cients by means of procedure of projection the infi nite system of 
the ordinary differential equations in a normal form is written out. Thanks to concrete identical 
transformations the system is signifi cantly simplifi ed: in the right parts of the equations there 
are no double sums.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Одномерные течения, сжимаемый вязкий теплопроводный 
газ, полная система уравнений Навье–Стокса, тригонометрические ряды.

KEY WORDS. Оne-dimensional fl ows, compressed viscous heat-conducting gas, whole 
system of Navier−Stokes equations, trigonometric series.

Во многих задачах расчета параметров природного газа в трубопроводах 
и каналах используются одномерные и квазиодномерные расчетные модели. 
Аналитическое построение точных и приближенных течений сжимаемого 
вязкого теплопроводного газа вызывает большие трудности [1 –4]. В работах 
[5–10] предложена методика моделирования одномерных течений сжимаемого 
вязкого теплопроводного газа, в которой газодинамические параметры пред-
ставлены в виде бесконечных сумм гармоник от пространственной переменной 
с неизвестными коэффициентами, зависящими от времени.

Движение сжимаемого газа при учете физических эффектов вязкости и 
теплопроводности описывается решением полной системой уравнений 
Навье−Стокса [4; 9]. В работах С. П. Баутина и В. Е. Замыслова [5; 7; 8] 
предложен конкретный метод приближенного построения решений этой 
системы. Те решения, которые построены в этих работах, описывают пере-
ход газа от некоторого начального неоднородного состояния к состоянию 
однородного покоя. В данной работе предложенной в [5–10] методикой 
строится одно течение, передающее переход от однородного состояния 
покоя к неоднородному состоянию покоя. Ранее подобная задача была ре-
шена методом разложения по малому параметру [4]. В настоящей работе 
выписана бесконечная система обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, для которой заданы конкретные начальные условия. Решения этой 
системы являются коэффицентами бесконечных тригонометрических рядов, 
задающих одномерное течение сжимаемого вязкого теплопроводного 
газа.

Рассматривается следующая квазилинейная система уравнений с частными 
производными [4-9]: 
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где t — время; x — пространственная координата; δ — удельный объем; u — 
скорость газа; p — давление газа; γ, µ0, n0 — константы. Формулы для нахожде-
ния плотности, температуры и внутренней энергии имеют следующий вид: 
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Для системы (1) в момент времени t = 0 заданы начальные условия: 
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Решение поставленной задачи будет строиться в следующем виде: 
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где коэффициенты перед гармониками и коэффициенты δ0(t), p0(t) есть искомые 
функции от времени.

Подобный вид, но без слагаемого Ax в представлении для функции, пред-
ложен в работах [5-9]. В отличие от разложений в этих работах, здесь для функ-
ции δ(t, x) вводится указанное слагаемое Ax, константа А не равна нулю. Введе-
ние этого слагаемого обусловлено газодинамическим смыслом рассматриваемой 
в настоящей работе задачи.

В отличие от классических рядов Фурье, в представлениях разных функций 
используются различные гармоники. Использование предложенного набора 
функций соответствует идее метода Галeркина: приближение искомых функций 
заранее выбранным специальным набором базисных функций.
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Для того чтобы удовлетворить последним двум из начальных условий (3), 
необходимо значения коэффициентов в представлениях (4) для скорости и дав-
ления в начальный момент времени t = 0 задать следующим образом: 
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При учете представлений (4) начальные значения коэффициентов функции 
δ берутся следующие:  
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Цель работы заключается в описании перехода с ростом времени от решения: 
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где δ, p, u зависят от t и x; δ и p равны 1, а u равно нулю, следовательно, газ на-
ходится в покое, к решению:  
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где u также равно нулю; p — константа, а δ представлена в виде линейной функ-
ции от х.

Чтобы построить решение задачи в требуемом виде, необходимо определить 
все коэффициенты δ0(t), δk(t), uk(t), p0(t), pk(t), k = 1, 2, 3, ...

Коэффициент δ0(t) определяется следующим образом. Представления (4) 
подставляется в первое уравнение системы (1), раскрываются скобки и обе 
части уравнения интегрируются по x на отрезке [0, π]. С учетом значений кон-
кретных интегралов получается:

 
).()()(

1)(2
14=)(

1=
12

1=
0 tutktu

k
At kk

k
k

k  
(9)

Имеем обыкновенное дифференциальное уравнение для δ0(t) в нормальной 
форме, в правой части которого стоят искомые δk(t), u0(t), где k = 1, 2, 3, ...
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Для получения уравнения для δ'l(t) надо в первое уравнение системы (1) 
подставить представления (4), умножить на cos (lx) и проинтегрировать по x на 
отрезке [0, π].

Для получения уравнения для u'l(t) надо во второе уравнение системы (1) 
подставить представления (4), умножить на sin (lx)  и проинтегрировать по x на 
отрезке [0, π].

Для получения уравнения для p'0(t) надо в третье уравнение системы (1) 
подставить представления (4), проинтегрировать по x на отрезке [0, π].

Для получения уравнения для p'l(t) надо в третье уравнение системы (1) 
подставить представления (4), умножить на cos (lx) и проинтегрировать по x на 
отрезке [0, π].

Во всех перечисленных случаях l = 1, 2, 3, ...
В результате получается следующая бесконечная система обыкновенных 

дифференциальных уравнений:
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Коэффициенты в приведенной системе обыкновенных дифференциалиных 
уравнений имеют следующий вид: 
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В уравнениях системы (11), (12) и (14) в правой части стоят двойные суммы. 
Чтобы существенно уменьшить объем вычислений, перейдем от двойных сумм 
к одинарным, используя значения коэффициентов (16-19). В результате получа-
ем следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений:

При l = 1:
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При l ≥ 2:
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(23)

 
 

(24)

Бесконечные системы обыкновенных дифференциальных уравнений (19-24) 
являются требуемыми системами для определения коэффициентов представле-
ний (4), с помощью которых решается поставленная задача.
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